Komentarz do 1. wykladu 27. 1utego 2020

Przestrzen probabilistyczna

Niech Q # @. Zbioér Q nazywamy przestrzenia zdarzen (elementarnych). Intuicyjnie jest to zbior
mozliwych wynikéw.

Drugim elementem konstrukeji jest rodzina zbioréw F C 2. Elementy tej rodziny nazywamy zda-
rzeniami. Rodzina zdarzen spetnia nastepujace warunki:

1. Qe F,
2. Ac F = A = (Q\ A) € F,
3. AiGF, (Z:1,2,):> UAZEf
i=1
Rodzine zbioréw spetiajaca powyzsze warunki nazywamy o-ciatem zbioréw (zdarzeni). W skrécie:
zbior () jest zdarzeniem, dopetnienie zdarzenia jest zdarzeniem, suma skonczonej lub przeliczalnej

rodziny zdarzen jest zdarzeniem. Chodzi o to, aby elementarne operacje mnogosciowe na zdarze-
niach nie dawaty w wyniku nie-zdarzen.

Ostatnim elementem jest funkcja P:F — [0, 1] nazywana prawdopodobienstwem lub gestoscia taka,
ze

1 PQ) = 1.
2. Jezeli {A;}2, C Foraz AinA; =0 dlai#j,toP <U Ai> =Y P(A).
=1

=1

Definicja 1. Przestrzenig probabilistyczng nazywamy obiekt (2, F, P), gdzie Q0 jest przestrzeniq
zdarzen elementarnych, F — o-ciatem zdarzen, natomiast P jest prawdopodobienstwem.

Zmienna losowa

Rozwazamy zbiory otwarte na prostej rzeczywistej. Przez operacje elementarng rozumiemy sume,
przekroj i dopetnienie mnogosciowe.

Definicja 2. o-ciatem borelowskim B nazywamy klase zbioréw otrzymanych ze zbiorow otwartych
za pomocq przeliczalnej liczby operacyi elementarnych. Jezeli B € B to mowimy, zZe zbior B jest
zbiorem borelowskim.

Definicja 3. Niech bedzie dana funkcja X :€2 — R. X nazywamy zmienng losowa jedynie wtedy
gly YBeB X '(B)eF.

X 1(B) ={w € Q: X(w) € B}. Stownie: przeciwobraz zbioru borelowskiego jest zdarzeniem.

Ciggte i dyskretne zmienne losowe

Dyskretna zmienna losowa nazywamy ciag wartosci (skoniczony lub przeliczalny) {z;} oraz ciag

prawdopodobiefistw {p;}. Ten drugi powinien spetiaé¢ warunki: p; > 0 oraz Zpi = 1. o-cialem
iel
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Przyktady: I
1. Rzut kostka. Tutaj Q = {1,2,...,6}, F = 2% oraz p; = s, dlai =1,2,...,6.

2. Rzut kostka z rozréznieniem parzyste-nieparzyste. Teraz Q2 = {1,2,...,6}, rodzing zdarzen
jest F ={0,{1,3,5},{2,4,6},Q}, p1 = P({1,3,5}) = Y2, p1 = P ({2,4,6}) = /.

3. Schemat Bernoulliego. Przeprowadzamy n préb, ppb® sukcesu w kazdej probie jest liczba
p taka, ze 0 < p < 1. O prébach zaktadamy, ze sa niezalezne. Na razie nie wprowadzamy for-
malnej definicji niezaleznosci, zaktadamy, ze kazda z prob jest przeprowadzana w tych samych
warunkach, bez znajomosci poprzednich wynikow. Innymi stowy: wraz z kolejng préba sSwiat
rozpoczyna sie od nowa.

Wartoscia zmiennej losowej X jest liczba sukceséw w n probach. Stad Q = {0,1,...,n},
pr=P(X =k)= (Z) p*(1 — p)"~*. Zwrot: zmienna losowa X podlega rozktadowi Bernoul-

liego z parametrami n, p, zapisujemy krotko: X ~ B(n,p).

4. Rozktad Poissona. Zliczanie zdarzen w ustalonej jednostce czasu. Parametr rozktadu
k

A
to rzeczywista, dodatnia liczba \. Q= {0,1,2,...}, pp = P(X = k) = R Oznaczenie:
X ~ Poisson(A). '

2skrét ppb oznaczaé bedzie: Nominativus, Genetivus, Dativus, Accusativus, Locativus, Instrumentalis lub
Vocativus od rzeczownika prawdopodobiefistwo (singularis) lub rzeczownika prawdopodobienstwa (pluralis).

Ciagla zmienng losowa nazywamy pewien podzbiér A C R wraz z funkcja gestosdci f(z) taka,
ze f(z) >0 (dla z € A) oraz / f(x)dxr = 1. Funkcja gestosci jest odpowiednikiem ppb. Mowimy
A

jednak raczej o ppb zdarzen a nie o ppb konkretnej wartosci.

Przyktady: 11

5. Rozktad jednostajny. Losujemy liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1]. Kazda z liczb jest
tak samo prawdopodobna. Zmienna losowa X to wylosowana liczba. Tutaj: 2 = [0, 1], rodzina
zdarzen F to zbiory borelowskie zawarte w przedziale [0, 1], funkcja gestosci to f(z) = 1 dla
z € [0,1]. Dla przyktadu”

0.75
P(0.5 < X < 0.75) = P(0.5 < X < 0.75) = / fla)de =1, P(X =0.5)=0.

0.5
Oznaczenie: X ~ U0, 1].
. » 1 (= p)’
6. Rozktad normalny. Funkcja gestosci to f(x) = exp | ———=—— | dlax € R. Ozna-

V2r o 202

czenie: X ~ N(u,0?).

7. Rozktad wyktadniczy. Gestosé f(z) = Aexp(—Az) dla x > 0. Parametr A jest dodatnia
liczba rzeczywista. Oznaczenie: X ~ Exp(\).

Charakterystyki zmiennej losowej

Definicja 4. WartoScig oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe EX = E(X) = Za:ipi

w wypadku dyskretnym lub E(X) = / xf(z)dx w wypadku cigglym.
R



Definicja 5. Wariancjq zmiennej losowej X nazywamy liczbe VX = V(X) = (z;— EX)* p;

w wypadku dyskretnym lub V(X) = / (x — EX)*f(x) dx w wypadku cigglym.
R

Definicja 6. Momentem zwyktym rzedu k zmiennej losowej X nazywamy liczbe my, = E(X*) cayli

fopz lub /Ra:k f(z)dz.

Definicja 7. Momentem centralnym rzedu k zmiennej losowej X nazywamy liczbe py, = E(X — EX)")
cayli > (z; — EX)* p; lub /(x — EX)* f(x)dzx.
R

Definicja 8. Dystrybuantqg zmiennej losowej X nazywamy funkcje F(t) = Fx(t) = P(X < t).

Twierdzenie 9. Zakladamy, ze zmienna losowa X ma wartosé oczekiwang EX. Wowczas warian-
cje mozna obliczyc wzorem

V(V) = EX?) — (EX)%
Dowdd. V(X)—Z( Zx Di — Q-EXinp,- sz
Uwzgledniajac fakty le Di = EX oraz Zpl =1 otrzymujemy teze tw1erdzema
Dowood w wypadku c1@g1ym podany byt w trakc1e wyktadu (27. lutego) O]

Przyktady: III

. Ux o %{ 145 '¢%% y
Dwwuwymiarowy rozktad normalny. (X,Y) ~ N , 9 . Gestosé
Ky POXOy Oy

zmiennej (X,Y) to

[, y) =

QMXJ;m exp (_2(1 i — [(:c —2;%)2 LW —2uy)2  2p(z — o) (y — /Ly)‘|>.

Przyktady c.d.

Przyktady: IV

8. Zalézmy, ze zmienna X ma rozktad jednostajny na przedziale [—1,1] to znaczy gestosé
ma postaé¢ f(z) =1/2 dla x € [—1,1]. Jaki rozklad maja zmienne Y = | X| oraz Z = X??

Najpierw objasnienie: rozktad zmiennej losowej znamy wtedy gdy potrafimy podaé¢ wzor
dystrybuanty lub gestosci.

Zmiennalosowa Y. Fy (t) = P(Y <t) = P(|X| <t) = P(—t < X < t). Wartosci t sa z prze-
dziatu [0, 1]. Stad Fy(t) = P(X <t) — P(X < —t) = Fx(t) — Fx(—t).

s 1
Warto$é Fx(s) to / f(z)dx = / Vadx = S;
1 1
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